
CPE 332 
Computer Engineering 

Mathematics II 
Week 10 

Part III, Chapter 8 
Error, Transcendental Function and Power Series 

Taylor Series and Function Approximation 



Today Topics 

• Numerical Methods 
• Errors 
• Transcendental Function 
• Series 
• Power Series 
• Taylor Series 
• MacLaurin Series 
• Function Approximation 
• HW VII 
• MT Exam and Cumulative Grades 

 



Numerical Methods 
• ในวชิาคณติศาสตรท์ีเ่ราเรยีนทีผ่า่นมา การหา 

Solution จะประกอบดว้ยการแกส้มการ ซึง่รวมถงึ
การแกส้มการพคิณติ การหา Derivative การ 
Integrate การแกส้มการ Differential 
Equation รวมถงึการใชเ้ครือ่งมอืทางคณติศาสตร์
เพือ่แกส้มการ เชน่ Fourier Transform, 
Laplace Transform หรอื Z-Transform  
วธิกีารดงักลา่วจัดวา่เป็นการแกปั้ญหาทีเ่รยีก 
Analytical Method อยา่งไรก็ตาม ไมใ่ชว่า่
สมการทกุสมการจะหาคําตอบได(้ทีอ่ยูใ่นรปูของ 
Explicit Form) ดงันัน้เราจําเป็นทีจ่ะตอ้งหาวธิอีืน่
ในการแกปั้ญหา น่ันก็คอืวธิกีารทีเ่รยีก Numerical 
Method 



Numerical Methods 
• วธิกีารทาง Numerical ทีเ่คยใชก้นัมาไดแ้กว่ธิกีาร 

Graphical Method และใชบ้วนการ 
Interpolation แตเ่มือ่มกีารประดษิฐค์อมพวิเตอร์
ขึน้มา ก็มกีารนําคอมพวิเตอรเ์ขา้มาใช ้และขยาย
ขอบเขตของวชิานีอ้อกเป็นสาขาใหมท่าง
คณติศาสตร ์มกีารศกึษา Algorithm และวธิกีาร
เขยีนโปรแกรม รวมถงึการวเิคราะหค์า่ความ
ผดิพลาด(Error Analysis) และลกัษณะการ 
Convergence และ Complexity ของ 
Algorithm 



Y=f(x)=2x3-4x2-7x+5 
• หา f(k) เชน่ f(0), f(-2), f(7) งา่ย 
• แกส้มการ f(x)=k จะยาก เชน่ หาคา่ x ทีทํ่าให ้f(x) = 0 



 



Quadratic Equation 
• Polynomial Degree = 1, Straight Line 

– y = f(x) = mx+b;  x = (y-b)/m 
• Polynomial Degree = 2 
• y = f(x) = ax2+bx+c 
• แกส้มการ y = f(x) = 3 เราได ้

– y’ = f’(x) = ax2+bx+(c-3) = 0 
– x = [-b±√(b2-4a(c-3))]/2a 

• Polynimial Degree = n, n > 2 
– ไมม่สีมการโดยตรงในการแก,้  
– แตม่ ีAlgorithm ในวธิขีอง Numerical Method 

• Algorithm จะเป็น Iterative Method 
– คําตอบของ Numerical Method จะใหแ้คค่า่ประมาณ 

• คา่จะถกูตอ้งขึน้เรือ่ยๆ ใน Iteration ทีส่งูขึน้ (คํานวณนานขึน้) ถา้ 
Algorithm Converge 

 



Iterative 
Technique 

Start 

Iteration = 0 
Set et 

Init. X0 

[Iteration i] 
Iteration += 1 
Calculate xi 

Error ei < es 
Stop 

Estimate ei 

Y N 

โปรแกรมจะ Converge  
ถา้  ei < ei-1 



Errors 
• ในการนําคอมพวิเตอรม์าชว่ยแกปั้ญหา

ทางดา้นคณติศาสตรนั์น้ จะตอ้งเขา้ใจกอ่น
วา่ลักษณะการทํางานของคอมพวิเตอร ์หรอื
การคํานวณจะขึน้อยูก่บัวธิกีารทีเ่ราเขยีน
โปรแกรมและ Algorithm ทีใ่ช ้ในการ
คํานวณโดยใชเ้ครือ่งคํานวณใดใดจะม ี
Error เกดิขึน้เสมอ ซึง่จะแบง่ไดเ้ป็นสอง
ประเภทคอื Round- Off Error และ 
Truncation Error 



Errors 
• Round- Off Error เกดิจากการเก็บ

ตวัเลขใน Memory ของคอมพวิเตอรน์ ั�น
จะใชข้นาดของ Memory ทีจ่าํกดั และ
ข ึ�นอย ูก่บัวา่เราใหต้วัแปรชนดิอะไร เชน่ 
Integer,  Long Integer,  Float,  หรอื 
Double 



Errors 
• Truncation Error เกดิจาก Algorithm 

หรอืวธิที ีเ่ราใหค้อมพวิเตอรค์าํนวณ น ั�น 
เป็นแคก่ารประมาณ จากสมการทาง
คณ ติศาสตรท์ ีเ่ราตอ้งการหาคา่โดยใช ้
คอมพวิเตอรเ์ขา้ช ว่ย และเราไมไ่ดแ้ก ้
สมการทางคณ ติศาสตรจ์รงิๆ 
– การคาํนวณ จะตอ้งมกีารบวกกนัของ 

Infinite Terms จงึจะไดค้า่ท ีถ่ กูตอ้ง 
ดงัน ั�นคอมพวิเตอรจ์ะคาํนวณ คา่ประมาณ
โดยตดัเทอมทา้ยๆทิ�ง 



Precision, Accuracy, 
Significant Digit 

• ดงันัน้เราจําเป็นทีจ่ะตอ้งรูว้า่ Error เรามมีากแคไ่หน และ
พอจะยอมรับไดห้รอืไม ่น่ันขึน้อยูก่บัการนําการคํานวณไป
ใชง้าน ปกตติวัเลขทีจ่ะไปใชง้านทางวศิวกรรมศาสตรจ์ะ
กําหนดดว้ยคา่ Significant Digit และจะยอมใหค้วามไม่
แน่นอนของตกเลขตกอยูท่ีห่ลกัทา้ยเทา่นัน้ ดงันัน้คา่ของ 
Significant Digit จะบง่บอกถงึจํานวนหลกัของตวัเลขที่
จะนําไปใชไ้ดอ้ยา่งมัน่ใจ 

• คําวา่ Accuracy หมายถงึตวัเลขทีเ่ราไดนั้น้มคีา่ใกลเ้คยีง
กบัคา่ในความเป็นจรงิเทา่ไร แตคํ่าวา่ Precision หมายถงึ
ตวัเลขทีไ่ดม้านัน้เกาะกลุม่กนัมากแคไ่หน ดงันัน้คา่ของ 
Precision จะเป็นตวักําหนดจํานวนของ Significant 
Digit ทีจ่ะตอ้งใช ้และคา่ของ Error จะเป็นตวักําหนด
ความ Accuracy ของตวัเลข 



การยงิเป้า 

Precision = ตํา่ 
Accuracy = ตํา่ 

Precision = ตํา่ 
Accuracy = สงู 

Precision = สงู 
Accuracy = ตํา่ 

Precision = สงู 
Accuracy = สงู 

Accuracy วดัจากคา่ Error ทีเ่กดิระหวา่งคา่เฉลีย่ของ Data กบัคา่จรงิ 
Precision วดัจากคา่ Variance หรอื SD ของกลุม่ของ Data 



Significant Digits (Figures) 
• คอืตวัเลขทีม่คีวามหมายในการกําหนดคา่ 

Precision 
– เป็นเลขทกุตวัยกเวน้เลขศนูยนํ์าหนา้ และศนูยท์ี่

ตอ่ทา้ย 
• จํานวนศนูยต์อ่ทา้ยทีเ่ป็นสว่นของ s.f. บางทเีรากําหนด

โดยใชเ้ครือ่งหมาย ‘bar’ 
• Examples 

– 11.152 = 5 s.f. 
– 0.00879 = 3 s.f. 
– 000125600. = 6 s.f. 
– 0123400000 = 7 s.f. 

• เลขทางขวามอืของ s.f. จะไมนํ่ามาใส ่ใหทํ้า
การ Round-Off เชน่ 
– 456.389864 (6 s.f.) = 456.390 
– 1287563.94 (3 s.f.) = 1290000 



Error 

• คอืคา่ทีแ่ตกตา่งจากคา่ทีแ่ทจ้รงิ 
• เป็นตวักําหนดคา่ Accuracy 
• แบง่เป็น 

– Absolute Error, Et 
– Relative Error (%จากคา่จรงิ), et 

• นอกจากนีย้ังม ี
– Estimated Error, ea 

• คา่ประมาณของ Error (Relative Error) 



Absolute Error 

 



Relative Error 

 



Error Estimation 
• Convergence 
• Divergence 



Mean Square Error(MSE) 
• ในการเปรยีบเทยีบความแตกตา่งระหวา่งคา่ที่

แทจ้รงิกบัคา่ทีป่ระมาณได ้สําหรับกลุม่ของ
ตวัอยา่ง เรามักจะใชค้า่เฉลีย่ของ Error ในรปูของ
คา่เฉลีย่ของกําลงัสองของ Error ในแตล่ะคู ่เรยีก 
Mean Square Error 
– ถา้ให ้Y เป็นคา่ทีแ่ทจ้รงิ และ    เป็นคา่ทีป่ระมาณได ้

สําหรับคูข่องตวัอยา่ง N ตวัอยา่ง 
 
 
 

– คา่ RMSE หรอืคา่ Root Mean Square Error คอืคา่ 
Square Root ของคา่ MSE 
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Functions 
• เป็นความสมัพันธแ์สดง Set ของ Input 

และ Set ของ Output 
– Function สามารถรับคา่ Input ไดห้ลาย Set 

(หลายตวัแปร) 
– การ Mapping เป็นทางเดยีว 

• ถา้ Map กลบัจะเป็น อกี Function ทีเ่ป็น Inverse 
Function กบัตวัเดมิ 

• Inverse อาจจะไมม่สํีาหรับบาง Function 

f(.) 

x y 

y=f(x) 

x=f-1(y) อาจจะไมม่ ี



Polynomial Functions 
• เป็นรปูแบบของ Function ทีง่า่ยทีส่ดุ 
• Polynomial function Degree ‘n’ จะอยูใ่น

รปูของ(One Argument) 
 
 

∑∑
==

−
−

+==

+++++==
n

i

i
i

n

i

i
i

n
n

n
n

xaaxa

axaxaxaxaxfy

1
0

0

01
2

2
1

1)( 



Polynomial of degree 2: 
f(x) = x2 - x - 2  
= (x+1)(x-2) 

Polynomial of degree 3: 
f(x) = x3/4 + 3x2/4 - 3x/2 - 2  
= 1/4 (x+4)(x+1)(x-2) 

Polynomial of degree 4: 
f(x) = 1/14 (x+4)(x+1)(x-1)(x-3) + 0.5 

Polynomial of degree 5: 
f(x) = 1/20 (x+4)(x+2)(x+1)(x-1)(x-3) + 2 

Polynomial of degree 6: 
f(x) = 1/30 (x+3.5)(x+2)(x+1)(x-1)(x-3)(x-4) + 2 

Polynomial of degree 7: 
f(x) = (x-3)(x-2)(x-1)(x)(x+1)(x+2)(x+3) 

เอามาจาก 
http://en.wikipedia.org/wiki/Polynomial 

http://en.wikipedia.org/wiki/File:Polynomialdeg2.svg
http://en.wikipedia.org/wiki/File:Polynomialdeg3.svg
http://en.wikipedia.org/wiki/File:Polynomialdeg4.svg
http://en.wikipedia.org/wiki/File:Polynomialdeg5.svg
http://en.wikipedia.org/wiki/File:Sextic_Graph.svg
http://en.wikipedia.org/wiki/File:Septic_graph.svg


Transcendental Function 

• เป็น Function ทีไ่มใ่ช ่Algebraic 
– Algebraic function คอื Function ทีส่ามารถ

นยิามไดจ้าก Root ของสมการ Polynomial 
• Transcendental Function ไมส่ามารถ

เขยีนในรปู Solution ของ Polynomial 
– Exponential Function 
– Logarithm 
– Trigonometric Functions 

• ดว้ยเหตผุลนี ้การหาคา่ของ Function 
อาจจะตอ้งใชว้ธิกีารประมาณคา่แทน 



Transcendental Examples 
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การประมาณคา่ของ Function 
• ในสว่นนีเ้ราจะ Review เรือ่ง  

– Infinite Series 
– Power Series 
– Taylor Series 
– Maclaurin Series 
– การประมาณคา่โดยใช ้Series 



Series และ Infinite Series 
• Series คอืผลรวมของเทอมใน Sequence ใน

กรณีของ Infinite Series นัน้ เทอมทีจ่ะตอ้ง
นํามาบวกกนัจะไมม่ทีีส่ ิน้สดุ 

• ถา้ใหแ้ตล่ะเทอมใน Sequence เป็น an ดงันัน้ 
Series คอื a1+a2+a3+… เชน่ 
 
 
 
 

• NOTE: บางครัง้ Index ของ Summation อาจจะเริม่ที ่0 ก็ได ้
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Convergence of Series 
• Series จะ Converge ก็ตอ่เมือ่ผลรวมของ 

Term สามารถหาคา่ได ้
– กลา่วคอืผลรวมของเทอมจนถงึ N ม ีLimit 
 
 
 

• ถา้ Series ไม ่Converge มันจะ Diverge 
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Power Series 
• Power Series เป็น Infinite Series ใน

รปูของ (c = Constant, an = coefficient, 
x  เป็น Variable ทีอ่ยูร่อบๆ c) 

 
 

– Power Series ทีสํ่าคญัคอื Taylor Series 
• ในกรณีที ่c=0 เราได ้

 
 

–       เชน่ในกรณีของ Maclaurin Series 
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Taylor Series/Maclaurin Series 
• ให ้f(x) เป็น Function ทีส่ามารถหา 

Derivative ไดอ้ยา่งไมจํ่ากดัในชว่ง
ใกลเ้คยีงกบั a ดงันัน้ Taylor Series ของ 
f(x) คอื Power Series ในรปูของ 
 
 

• ในกรณีที ่a = 0 บางครัง้เราเรยีก Maclaurin 
Series 
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Example 1 
• จาก 
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Example 2: 
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Taylor (Maclaurin) Series 
 

∑

∑

∑

∑

∑

∑

∑

∑

∑

∞

=

∞

=

+

∞

=

∞

=

=

+

∞

=

∞

=

+

∞

=

∞

=

∀−+−=
−

=

∀−+−=
+

−
=

<+−+−+=
−
−

=+

<=
−

≠=
−

−

<=
−

≤<−−=+

<≤−−=−

∀+++++==

0

42
2

0

53
12

4
128

53
16
12

8
1

0
2
1

2

0
2

0

1
0

1

1

1

432

0

;
!4!2

1
)!2(
)1(cos

;
!5!3)!12(

)1(sin

1;1
)4()!)(21(

)!2()1(1

1;
)1(

1;
1

1

1;
1

1

11;)1()1log(

11;)1log(

;
!4!3!2

1
!

n

n
n

n

n
n

n

n
n

n

n

m

n

n
m

n

n

n

n
n

n

n
n

n
x

xxxx
n

x

xxxxx
n

x

xxxxxx
nnn

nx

xnx
x

x

xx
x

x

xx
x

x
n
xx

x
n
xx

xxxxx
n
xe











MATLAB Program 
• จะสาธติการเขยีน Function โดยใช ้MATLAB 

– เขยีน Function ทีรั่บคา่ Vector x และ Vector y 
return z1 และ z2; x=-3:.1:3; y = -3:.1:3 

– คํานวณคา่ z1 = 2sin(x^2+y^2)/(x^2+y^2) 
– คํานวณคา่ z2 = xsiny-ycosx 
– mesh (x,y,z1), (x,y,z2), (x,z1), (y,z2) และ (z1,z2) 
– Surf function, shading modes 
– Contour plot 

• ศกึษาวธิกีารเขยีน Function ใน MATLAB โดยดู
จาก Tutorial 4-5 
 
 



END OF WEEK 10 
• Download HW 7 
• Next Week Chapter 9: Zeros of 
Functions 
 
 



MATLAB Program 
• function [z1,z2]=test(x,y) 

 
• % function [z1,z2]=test(x,y) 
• % Test matlab program calculate z1=f(x,y)=sin(x^2+y^2)/(x^2+y^2) 
• % and z2=f(x,y)=xsiny-ysinx 

 
• n=length(x); 
• m=length(y); 
• z1=zeros(n,m); 
• z2=zeros(n,m); 
• for i = 1:n 
•     for j= 1:m 
•         t=x(i)^2+y(j)^2; 
•         if (t ~= 0) 
•             z1(i,j)=sin(t)/t; 
•         else 
•             z1(i,j)=1; 
•         end 
•         z2(i,j)=x(i)*sin(y(j))-y(j)*cos(x(i)); 
•     end 
• end 



MATLAB Program 
• function view2(x,y,z,az) 
• mesh(x,y,z); 
• view(0,az); 
• for i = 0:10:360 
•         view(i,az); 
•         pause(0.05); 
•  end 
 



MATLAB Program 
• function view3(az) 

 
• view(0,az); 
• for i = 0:10:360 
•         view(i,az); 
•         pause(0.05); 
• end 
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